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Analisis de las mediciones de temperatura de la sonda HAZIAK 1
M. Membrado

ABSTRACT

En este trabajo se han analizado |as temperaturas registradas por el sensor térmico de la sonda estratosféricaHAZIAK 1, Comparando
las mediciones efectuadas por este sensor con € modelo empirico de temperatura y densidad atmosféricas de U. S. Standard
Atmosphere, se han estimado las atitudes a las que fueron tomadas. De acuerdo con estas estimaciones, la atitud maxima alcan-
zada por la sonda fue de 36.5 km. En este trabajo se han propuesto model os de vel ocidad constante para el ascenso de la sonda. Estos
muestran velocidades de 11.5 knvh hasta los 4 Km de altitud; de 22.7 km/h desde 4 hasta 15 km; y, 32.6 km/h en la estratosfera.
También se ha tratado un modelo hidrodinamico, que tiene en cuenta la expansion del globo durante el ascenso y vientos verticales
en latropbsfera. De este model o se deduce que la sonda adquirio la velocidad maxima de ascenso a los 25 km de altitud, y fue de 33
km/h. En e momento del estallido del globo, éste tenia un radio de 5.36 metros y llevaba una velocidad de ascenso de 20 knvh. El
modelo, ademés, indica una velocidad de viento descendente de 13.2 kmyh a1 km de altitud y de 3.1 kmyh alos 10 km.

1. Introduccién

Cuando se hacen mediciones desde sondas estatosféricas, son
los registros de presion los que se utilizan para determinar la al-
titud alague | os sensores |as tomaron. Estas altitudes se estiman
comparando las presiones medidas con resultados de modelos
empiricos. Larazon de utilizar la presion como estimador de a-
titudes se halla en el hecho de que aunque las presiones a baja
altitud dependen de cuando se registraron, éstas tienden a variar
muy poco, en el tiempo, a medida que se toman a mayor atitud.
Ademaés se encuentra su comportamiento descendente.

Determinar atitudes a partir de temperaturas es una tarea
algo mas elaborada y que conduce a resultados més inexactos
gue los derivados a partir de la presion. El problema que uno
se encuentra al tratar con temperaturas es que |os resultados de
las mediciones dependen mucho méas de cuando se registraron
gue en el caso de presiones; ademas esta el comportamiento de
latemperaturaen las cercanas de latropopausa, donde pequefias
variaciones de temperatura pueden significar variaciones de alti-
tud de varios kilébmetros. En este articulo se propone un método
parallevar acabo este proceso, que se vaa aplicar alosregistros
tomados por el sensor de temperaturas de HAZIAK 1.

Enmarcadadentro del programaHAZIAK del Ayuntamiento
de Vitoria-Gasteiz, lasonda estratosféricaHAZIAK 13 fuelan-
zada el 29 de junio de 2013, desde la ciudad de Vitoria-Gastei z,
por miembros del proyecto de divulgacion astrondmica”la otra
mitad”@. Esta sonda llevd a cabo medidas de temperatura du-
rante su ascenso en latropbsferay en laestratosferay durante su
posterior caida. Las temperaturas fueron registradas por un sen-
sor CMOS LM T86 de Texas Instruments(®. L os datos recogidos
se presentan en laFigura 1.

El crondbmetro de la sonda se activb con anterioridad al 1an-
zamiento de la sonda. En ese instante, la temperatura en super-
ficie era 23.9° C, y 23.6° alos 6 minutos. Dado que € sensor
de temperaturas comenzd a registrar un descenso de temperat-
uras a partir entonces, es de esperar que el lanzamiento tuviera
lugar en ese instante. La sonda acanz6 el minimo de temperat-
urasentrelos minutos 45y 56, tras la activacion del cronbmetro.
La temperatura minima medida fue de —50.4° C. Aunque esta
temperatura esté en el limite de fiabilididad del sensor (ver sus
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Fig. 1. Temperatura medida por un sensor CMOS LMT86 desde el in-
stante de activacion del crondmetro en lasonda HAZIAK 1.

especificaciones), este minimo debe corresponder a paso de la
sonda por latropopausa. El aumento posterior de la temperatura
indica que la sonda se adentrd en la estratosfera. EI méximo de
temperaturas, que fue de —19.9° C, se acanzado alos 98 minu-
tos. Este instante deberiade corresponder con el del estallido del
globo.

Laposterior caida de la sondaestratosféricafue amortiguada
por un paracaidas. Al llegar a la superficie, la temperatura me-
dida estaba entorno alos 27° C.

Asi pues, la diferencia de temperaturas en superficie, entre
el instante en el que se soltd la sonday e instante en que tomo
tierra, apenas difiere en 3 0 4 grados. En consecuencia, entre
esos dos instantes, podemos despreciar las variaciones con €l
tiempo de latemperaturaen latermosferay en la estratosfera. Si
esto no hubierasido asi, lacomparacion con un modelo empirico
de atmosfera estandard hubiera sido bastante mas compleja de
Ilevar a cabo delo que haresultado.

Asi mismo, debe de decirse que, seglin las especificaciones
del sensor de temperaturas, sus medidas no son fiables por de-



bajo de los -50 °C. Esto significa que las temperaturas que €l
sensor tomo en la tropopausa van a ser inservibles. De hecho,
contrasta que en el paso del sensor por la tropopausa, en € as-
censo, éste registraratemperaturas de alrededor delos —-50° C, y
gue en € descenso registrara una temperaturaminimade —60.2°
C.

En este trabajo, los registros de temperatura de la sonda
han sido comparadas con € modelo empirico de temperatura
atmosférica y densidad de U. S. Standard Atmosphere5
(USSA76, de aqui en adelante). En la figura 2, se presenta este
modelo frente alaaltitud hasta 50 km. Debe de decirse, ademés,
que, a ser menos fiables las medidas tomadas por €l sensor en
su descenso por la tropopausa, en este estudio solo se va atratar
€l ascenso delasonda.

Lasecion 2 esta dedicadaalapresentacion del método de es-
timacion de dtitudes a partir de mediciones de temperatura. En
la secccion 3 se proponen model os de velocidad constante para
el ascenso de la sonda. En la seccion 4 se presenta un modelo
hidrodinamico parael movimiento vertical de un globo sondaes-
tratosférico. En la seccion 5 se analiza el modelo presentado en
la seccion anterior para el caso en €l que no hubiera viento ver-
tical. En la seccidn 6 se trata un modelo de viento vertical para
andlizar el modelo hidrodinamico. Finalmente, en la seccion 7
se presentan las conclusiones.

Para concluir esta seccion, debe de decirse que ha parecido
de interés incluir en este trabajo dos apéndices dedicados al
gjuste de un modelo a resultados experimentales. Asimismo, se
ha includo un tercer apéndice en donde se presenta la fisica del
ascenso de un globo sonda estratosférico.

2. Altitud de la sonda en funcion del tiempo

En el instante del lanzamiento, asumimos que el sensor de tem-
peraturas registro 23.6° C. Esta es la temperatura que vamos a
tomar como referencia. Esta temperatura contrasta con la que
proporciona el modelo empirico USSA76 para la altitud desde
la que fue lanzada la sonda. Asi, segiin USSA76, a 527 m, que
corresponde a la dtitud de Vitoria-Gastei z. encontrariamos una
temperaturade 11.6° C (en latroposfera, |a temperatura decae a
razon de 6.5° por kilébmetro). En consecuencia, para poder com-
parar latempertura medidacon ladel modelo, vaa ser necesario
reescalar los datos registrados por el sensor. Asi, este estudio se
vaa hacer para unas temperaturas reducidas que corresponden a
las medidas menos 12°C.

En este trabajo se va a suponer que €l sensor de temperaturas
delaHAZIAK 1, presenta un error de medida de temperaturas
de +2°. Este error se consideraraa partir de la siguiente medida
tomada tras el lanzamiento de la sonda. Cuando asumimos que
el sensor registra un exceso de temperatura de +2°, la temper-
aturareal es dos gradosinferior alamedida; asu vez s registra
un defecto de temperaturade —2°, latemperaturareal esdosgra-
dos superior alamedida por el sensor. En secciones posteriores
vamos a tener en cuenta este valor del error de medida del sen-
sor parafijar los parametros de diferentes model os tebricos que
hacen que esos modelos sean €l mejor gjuste a las medidas ex-
perimentales (en nuestro caso, altitud alcanzada por la sonda en
funcion del tiempo); la determinacion de esos parametros se lle-
vara a cabo buscado aquellos que hacen que el estaditico y 2 sea
minimo (este estadistico se definira posteriormente).

La comparacion de los datos medidos por HAZIAK 1 con €l
modelo empirico USSA76 ha permitido estimar, mediante una
interpolacion polinomial ®, la altitud a la que el sensor tomo
cada valor de temperatura. Los resultados se presentan en la
figura3.
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Fig. 2. Temperatura, presion y densidad en funcion de altitud para la
atmosfera terrestre hasta 50 km, de acuerdo con el modelos empirico
USSAT76.

En figura 3 se muestra e rango de atitudes a canzado por
la sonda en cada uno de los instantes, tj, en los que el sensor
de temperaruas hizo mediciones. La figura 3 nos presenta, para
cada instante t;, la altitud alcanzada por sonda, z(t;), en € caso
en el que el sensor no presente errores de medida, y las atitudes
maximay minima, z*(t;), asumiendo que éste tiene un error de
medida de +2° C.
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Fig. 3. Altitud alcanzada por la sonda HAZIAK 1 en su ascenso, en
funcién del tiempo. Ha sido obtenida gjustando las temperaturas reg-
istradas por la sonda a modelo empirico USSA76. Las barras de error
representan el rango de altitudes suponiendo que el sensor de temperat-
urasdelaHAZIAK 1 presenta un error de +2°C.

Como puede apreciarse a partir de la figura 2, en la
tropbsfera, la temperatura decrece con la atitud, mientras que
en laestratosfera, crece. Esto hace que los errores de medida de
temperatura del sensor conduzcan a consecuencias opuestas. En
latropOsfera, si el sensor presentaun error de medidade +2°, la
atitud de la sonda debe ser superior a aquella en la que estaria
si e sensor midiera la temperatura correcta (z*(tj) > z(t)); g,
en cambio, &l sensor tiene un error de —2°, la dtitud de la sonda
serfainferior (z~(tj) < z(t;)). En laestratésfera, el efecto, con re-
specto alas dtitutes, es €l opuesto (z*(t;) < z(t;); Z (t;) > z(t;)).

Asimismo, en las cercanias de latropopausa, pequefias difer-
encias de temperatura reprentan grandes variaciones de altitud,
desde los 10 km hasta los 20.1 km. Esto ha conducido a gran
tamafio de las barras de error que aparecen en la figura 3 para
esta region. Para determinar estas barras en los arededores de
la tropopausa, hemos interpolado las temperaturas reducidas (a
partir delas mediciones detemperaturadel sensor) tanto a mod-
elo USSA76 paralaestratosfera, como al modelo USSA76 para
latroposfera.

De lafigura 3, podemos advertir que en la tropbsfera, un er-
ror de medidadel sensor detemperaturade +2° C no afectaexce-
sivamente aladeterminacion de laaltitud dela sondaen funcion
del tiempo. Esto, en cambio, no es asi en la estratosfera, donde
las variaciones de temperatura con la altitud son mas suaves.
Finalmente, indicamos que, de acuerdo con estos datos, la al-
titud méximafue de 36.6 + 0.7 km.

3. Modelos de velocidad constante para el ascenso
dela sonda

3.1. Presentacion del modelo

Si suponemos gue la sonda se esta moviendo a velocidad con-
stante, v, laaltitud que vaacanzando, z, en cadainstantet, viene
dada por:

z=V(t-t)+z, D

donde z es la altitud alcanza por la sonda en un determinado
instantet;.

La ecuacion (1) representa el modelo propuesto, zmeg. Este
model o depende de dos parametro independientes. v, —vt, + z.
En este estudio, se tratarén diferentesintervalos detiempo enlos
gue se estimaran los mejores modelos del tipo representado por
laecuacion (1). Paracadainterval o estudiado se tomarat, como
el instante de la primera medicion llevada a cabo por el sensor
en ese interval 0; en consecuencia, |os parametrosindependientes
del modelo serén, ahora, v, z.. Asi, paracadainstantet; en el que
el sensor hizo unamedicion de temperatura, el modelo prediciria
unaaltitud parala sonda

)

Los parametros v y z;, que conducen al mejor gjuste a las
mediciones en cadainterval o de tiempo, seran aquellos que min-
imicen el estadistico y? dado por (ver apéndices A.1y B.1):

Zrod (i3 V) = V(ti — &) + Z,

N : 2
V2= Z [Z(ti) — Zmou(ti; Vv, Z) a3

= o(t) ’
donde, por simplicidad, tomaremos (ver apéndice B.1)

| Z°(t) -z (ti) |
2

Enlaecuacion (3), N esel nimero de datos medidos por lasonda
en el correspondiente intervalo y que se utilizan para gjustar
el modelo; z(t;) son los resultados experimental es representados
por puntos en lafigura 3; y, z*(t) y z (ti) ya han sido definidos
en la seccion anterior (o, en la ecuacion 4, es, por lo tanto, €
promedio de las longitudes de |as barras de error, superior e in-
ferior, de cada dato que aparece en lafigura3) .

Unavez determinados|os val ores delos parametros que min-
imizan x2, a que llamaremos y2, ., podemos estimar el valor
de los parametros que conducen a modelos que gjustan acept-
ablemente a las mediciones. Asl, y de acuerdo con el apéndice
A.4 (ver también apéndices A.2 y A.3), y como tenemos dos
parametros en el modelo, los model os dentro de 1 o- seran aque-
llos cuyo y? verfique

o(t) = 4

®)

2_ 2 2
X< Xrin + MX1p20

con Ay%,., = 2.29569.

Vamos a intrerpretar la ecuacion (5). Estamos suponiendo
gue los parametros del modelo v, z; se distribuyen segin una
distribucion gaussiana de probabilidad (ver ecuacion (A.10)),
entorno a los parametros que conducen a mejor guste, que
son W y 2. Con esto se pretende indicar que contra mayor sea
esta probabilidad, mas cercano estara €l valor del parametro al
mejor valor, y por lo tanto conducira a un modelo con un buen
ajuste. El valor minimo delos y?, calculados usando la ecuacion
(3), que llamamos x2, , corresponde a los parametros v° y 2
del mgior modelo. Cualquier otro par de parametros dara un
x? > x2,, indicando que e modelo a que conducen no es
tan bueno. La igualdad en la ecuacion (5) indica que todos los
pares de parametros que la verifican reprentan el 68% de to-
dos los posibles pares de parametros. A partir de este resultado,
podriamos dibujar, en un diagramav-z;, los contornos de proba-
bilidad 1 o-, datal maneraque todos|os puntosinterioresa con-
torno abarcarian € 68.2689% de todas |os pares de parametros
posibles; estos pares de parametros son |os que podriamos con-
siderar como buenos.



De la misma manera, aquellos dentro de 2o serén los que
verifiquen

X° < Xitin + Moz (6)

con Ay3,., = 6.17677. En este caso, todos los que verifiquen
(6) representan el 95.4500% de todos los posibles pares de
parametros.

3.2. Resultados

Echando un vistazo a la figura 3, podemos advertir tres interva-
los de tiempo en los que podriaser posible considerar un ascenso
dela sonda avelocidad constante. Estos inteval os abarcan tiem-
pos entre 8 y 24 minutos (tropbsfera), entre 26 y 56 minutos
(tropbsfera), y entre 58 y 98 minutos (estratosfera).

En lasimagenesdelaizquierdadelafigura4 se muestranlos
model os que mejor gjustan alos datos de lafigura 3 en estos tres
interval os de tiempo considerados. L os resultados de cada mod-
€lo se representan por una linea continua; en la misma imagen
aparecen los resultados de la figura 3 para cada intervalo.

En las imagenes de la derecha de la figura 4, se representan
diagramas v, z: el punto indica e valor de los parémetros que
conducen a modelo que mejor gjustaalos datos experimental es;
las lineas continuas cerradas presentan los contornos de proba-
bilidad 1oy 20

En el primer interval o de tiempo, entre 8 y 24 minutos, con-
tamos con N = 8 datos experimentales. Para este intervalo de
tiempo, v = 11.43 km/hy z. = 0.567 km son los valores de
|os parametros que conducen al modelo que mejor gjusta. Estos
parametros presentan y2, . = 3.131, que lo denotaremos por
x2,/N = 3.689/8. Fijando z al vaor que conduce a mejor
gjuste, estoesaz = 0.567, lacondicion de probabilidad menor o
igual alo (ver ecuacion (5)) permitedecir quev = 11.43+1.05
km/h; a su vez, tomando v = 11.43 km/h, z, = 0.567 + 0.165
km. Como puede apreciarse hay méas imprecision en la determi-
nacion del parametro de altitud que en la del de velocidad.

En el segundo intervalo de tiempo, que |o tomamos entre 26
y 56 minutos, tenemos N = 15 datos. Aqui, hemos obtenido que
el mejor guste se consigue con v = 21.73 km/hy z, = 4.128
km, que conducen a Xﬁm /N = 4.583/15. Este resultado indica
gue el gjuste en este intervalo es algo mejor que en € intervalo
anterior. Debe de decirse, también, que las grandes barras de er-
ror gue aperecen en este intervalo, y que corresponden a paso
de la sonda por la tropopausa, no afectan a resultado; de hecho
el gjuste del modelo lo imponen los datos a altitudesinferioresa
latropopausa. Finalmente, la condicion de probabilidad 1 o nos
dicequev =21.73+0.91km/hy z, = 4.128 + 0.155 km.

En €l tercer intervalo de tiempo que hemos tomado, y que
correponde a del paso de la sonda por la estratésfera, € sen-
sor tomd N = 19 mediciones. Para este intervalo, e modelo
gue mejor gjusta es aquel que tiene como parametrosv = 32.60
km/hy z = 16.774 km, con y2, /N = 36.118/19. Este (Itimo
resultado indica que € gjuste en este intervalo es mucho peor
gue en los dos intervalos anteriores, a pesar de que las barras
de error son mayores en este interval o de tiempo. Para concluir,
diremos que la condicion 1o indicav = 32.60 + 0.623 km/h y
Z = 16.774 + 0.333 km.

Los resultados obtenidos a partir de la condicion de prob-
abilidad 10, manteniendo fijo e mejor valor de uno de los
paréametros, pueden conducir a unainterprestacion erronea. Esto
es debido a que no manifiestan suficientemente el efecto del
tamafio de la barras de error de cada uno de los interval os. Para

ver los efectos del tamafio de estas barras hay que echar un vis-
tazo a los contornos de probabilidad 10~ y 2 o- que aparecen en
las imagenes de la derecha de la figura 4. Alli vemos que es-
tos contornos paralosinterval os primero y segundo son bastante
similares, pero difieren considerablemente de los contornos de
probabilidad del tercer intervalo. De hecho, para 20, z; puede
diferir en algo més de 4 km para el tercer intervalo, frente alos
1.5km paralosdos primerosinterval os. Un efecto similar ocurre
en las velocidades; asi, mientras que en los dos primeros, éstas
difieren en unos 6 km/h, en el tercer intervalo llegan a diferir en
cas 10 kmy/h.

4. Modelo hidrodinamico para el ascenso de la
sonda

4.1. Presentacion del modelo

Para estudiar el movimiento vertical de la sonda hay que tener
encuenta dos hechos. que el globo va a adquirir una veloci-
dad de ascenso que va a hacer que la fuerza de ascension esté
compensada por la fuerza de arrastre; y, que e globo va a ir
adquirinedo un tamafio que vaa hacer que el efecto delatension
superficial (7) del globo unido alapresion del aire exterior, com-
pense lapresion del helio contenido en &l.

Si la masa de aire desalojada por e globo es mayor que la
masa total de la sonda, ésta asciende de manera acelerada. La
fuerza de ascenso es, en consecuencia, €l producto de la acel-
eracion de la gravedad por la diferencia entre estas dos masas.
Como la maxima altitud que puede alzanzar |a sonda es mucho
menor que €l radio de la Tierra, podemos tomar para la acel-
eracion de la gravedad su valor a nivel del mar, indepediente-
mente de la altitud.

Sin embargo, amedidaque e globo ganavelocidad, sufrelos
efectos de lafriccion con €l aire atmosférico. Esta fuerza de ar-
rastre, que dependedeladiferenciade vel ocidadesentrela sonda
y €l viento, es tan eficiente que compensacas instantaneamente
lafuerzaascensorial. Como consecuencia, el ascenso se produce
aaceleracion cero. A este respecto, debe de advertirse que esto
no significaque el ascenso se |lleve acabo a vel ocidad constante.

En este estudio supondremos que el globo y el helio con-
tenido en é estén en equilibrio térmico con la atmosfera. Esta
situacion solo puede alcanzarse si las colisiones del gas at-
mosférico con € globo y la colisiones del helio con e globo
son tan numerosas que tan apenas ha ascendido algo la sonda,
el globoy el helio ya alcanzan la temperatura exterior. Como la
presion y temperatura de la atmosfera cambian con la altitud, €l
radio del globo debe de acomodarse paraque lapresiondel helio
compense la presion externay el efecto de latension superficial
del globo.

Conforme €l globo asciende, su radio cambia, a la vez que
lo hace la densidad del aire de la atmosfera. En consecuencia,
la fuerza de ascenso es diferente en cada instante, por lo que la
fuerza de arrastre también lo es. Asi pues, aungue €l ascenso se
hace a acel eracion cero, éste sellevaacabo avelocidad variable.

Echando un vistazo al modelo de ascenso de la sonda, puede
verse gue éste precisa del conocimiento de la presion, temper-
aturay densidad delaatmésfera, delamasatotal del globo sonda
estratosférico, de varias constantantes, y de tres parametros.

Al igual que se hizo en las secciones anteriores, |os valores
de presion, P, temperatura, T y densidad de masa, p, del aire
atmosférico a diferentes altitudes, z, se van atomar del modelo
empirico USSA76.



Altitud [km]

25 1

Altitud [km]

40
35
30
25

Altitud [km]

20
15
10

202
15 |
10 |

ol

0 5 10 15 20 25 30

Tiempo [min]

25 30 35 40 45 50 55 60

Tiempo [min]

5_ $ |

50 60 70 80 90 100

Tiempo [min]

z, [km]

z, [km]

z, [km]

1.5

1.0

0.5

0.0

5.0

4.5

4.0

3.5

25

20

15

10

0 5 10 15 20
v [km/h]

15 20 25 30
v [km/h]

25 30 35 40
v [km/h]

Fig. 4. Modelos de velocidad de ascenso constante. |zquierda: lalinea continua representa el mejor gjuste en cadainterval o de tiempo; los puntos y
las barras de error corresponden a datos experimentales (ver seccion 2). Derecha: €l punto central son los valores de los parametros que conducen
a mejor gjuste; las lineas continuas cerradas son |os contornos de probabilidad 1oy 20

5



Hay que decir, que la masa total de la sonda estratosférica,
M, es suma de varias masas. De hecho,

M = Mg + My + Mue (7)

donde Mg eslamasadel globo, My eslamasadel material que
transporta la sonda, y My es la masa de Helio. En el caso de
la sonda estratosférica Haziak 1, Mg = 1.6 kgy My = 0.9 kg
(incluye la masa del paracaicas, la masa del instrumental y la
masa de la cgja que lo contiene). La masa de helio puede deter-
minarse a partir de la cantidad de volumen de helio, Ve, que se
introdujo en el globo. Si este volumen esta medido bajo condi-
ciones normales de temperatura, To = 288.15K (= 15° C), ¥
de presion, Py = 1.01325 x 10° Pa (= 1013.25 mb), €l nimero
de &omos de helio que habra, entonces, en € globo, N e, se de-
termina asumiendo que €l helio se comporta como un gasideal;
esto es, apartir de

NHe = (8)

donde Kz es |a constante de Boltzmann. Y, en consecuencia, la
masa de helio sera

MHe = mHeNHe, (9)

donde mye = 6.646476 x 10~?" kg es la masa de un &tomo de
helio. En el caso de Haziak 1, Ve = 6.3 mS, por 1o que Nye =
1.6045 x 10% y Mye = 1.067 kg.

Por su parte, las constantes que presisa el model o son: lacon-
stante de Boltzmann, Kg = 1.3806504x 10~ JK; € coeficiente
de arrastre, Cyq = 0.44; y, la aceleracion de la gravedad a nivel
del mar, g = 9.81 ny/s?.

Finalmente, los parametros del modelo van a ser aguellos
que modelizan la tension superficial del globo y € viento ver-
tical. Al no tener informacion del fabricante del globo acerca
de su tension superficial, tomamos como parametro a gjustar €l
doble de la tensién superficial, que denotaremos por, «, Para €l
viento vertical supondremos que éste disminuye con la altitud
de acuerdo con una potencia de ésta. Los parametros del mod-
elo de viento seran, en consecuencia, la velocidad del viento a
1 km de dltitud, vs, y € exponente a que va elevado la altitud,
B. Asi pues, para describir el ascenso de la sonda debemos de
fijar estos tres parametros. Al igual que se ha hecho en la an-
terior seccion, estos parametros se determinaran asumiendo que
son aquellos que conducen al modelo que mejor gusta alos re-
sultados experimental es presentados en la seccion 2.

4.2. Ecuaciones del movimiento de la sonda

En el apéndice C detallamos como se puede hacer un estudio del
ascenso de un globo en la atmosfera. Alli estan expresadas las
ecuaciones diferenciales cuya resolucion nos permitira conocer
laaltitud que vaa canzando el globo en funcion del tiempo. Bajo
las aproximaciones que hemos detallado en la subseccion ante-
rior, las ecuaciones que van a permitir determinar el movimiento
delasondavan aser:

0= [4—;R3(Z)P(Z) - M] g ERZ(Z)Cd,D(Z) (V-va)?, (10)
NHe
P@ = repe @ R(z) (11)

En las ecuaciones (10) y (11), z es la dltitud e globo, v es
su velocidad de ascenso, y v, es la velocidad vertical del aire;
P(2), p(2 y T(2) son lapresion hidrostética, densidad de masay

() — Zmoa(ti; @)
¥ = z[ Ze ]

temperatura del aire de la atmésferaa altitud z R(2) es el radio
del globo a dtitud z; « es €l el doble de la tension superficia
del material del que esta hecho el globo; Ny es la cantidad de
atomos de helio introducidos en el globo; M eslamasatotal de
la sonda; y, finalmente Cy4 es € coeficiente de arrastre, y g esla
aceleracion de la gravedad a nivel del mar.

Asimismo, debemos advertir que en la ecuacion (10), €
signo negativo se tomara cuando v — v, > 0, mientras que €
signo positivo se utilizara en caso contrario.

5. Modelo hidrodinamico sin viento para el ascenso
de la sonda

5.1. Presentacion del modelo

En esta subseccion podriamos tratar un modelo que dependiera
de un Unico parametro; éste seria € parametro @, que es €
doble de la tension superficial del globo, cuyo valor descono-
cemos. Es decir, podriamos ver si e modelo zyoq(t; @) es capaz
de dar cuentade las medidas experimental es. Este model 0 se ob-
tendria a partir de las ecuaciones (10) y (11), asumiendo v, = 0.
Ademés, debe de decirse que paracomparar este modelo con los
datos experimentales hay que tener en cuenta que €l globo se
lanz6 a 527 metros de altitud sobre €l nivel del mar (atitud de
la ciudad de Vitoria-Gasteiz) cuando €l cronbmetro de la sonda
marcaba 6 minutos.

Para este modelo, uno puede calcular €l valor del parametro
a que minimizael estadistico

(12)

donde, N, z(tj) y o (t;) fueron ya definidos en la seccion 3 (N es
el nlmero de datos experimental es que aparecen en la figura 3;
Z son los resultados experimental es representados por puntos en
esa figura; y, o es el promedio de la longitud de las barras de
error de cada uno de los datos que aparecen en la mismafigura).
Ocurre, sin embargo, que el valor de sznm esmuy grande, lo que
implica que el modelo es bastante malo a no reproducir sufi-
cientemente bien los resultados experimental es.

Echando un vistazo a la figura 3, podriamos probar, ahora,
con un modelo que solo se testeara con datos experimentales
por encima del primer intervalo estudiado en la seccién 3.
Ademas podriamos contar con otro nuevo parametro. Este nuevo
parametro va a ser el tiempo que marca el cronbmetro de la
sonda cuando €l globo del modelo se suelta, Aty,. En el modelo
previo, Aty estaba fijado y tomaba un valor de 6 minutos; ahora,
en este nuevo modelo, 1o consideramos como un parametro a
determinar. Asi pues, nuestro nuevo modelo tiene ahora dos
parametros, y |0 vamos arepresentar por Zmoq(t; @, Aty). Lasigu-
iente subseccion muestralosresultadosobtenidosal estudiar este
modelo.

5.2. Resultados

En lafigura5, se muestra, mediante unalinea continua, e mod-
elo Znog(t; @, Aty) que mejor gjusta alos datos de lafigura 3, a
partir de los 30 minutos desde que el crondbmetro se activo. En
la misma figura aparecen los resultados presentados en la figura
3. Los parametros del mejor modelo son: Aty = 17.30 miny
a = 2.155x10% Pam. Paraestos parametrosy 2, /N = 31.22/32.
En consecuencia este modelo describe mucho mejor el ascenso
de la sonda por la estratosfera que e modelo de velocidad con-
stante. Asi mismo, tambien describe bien & ascenso durente el
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Fig.5. Mejor modelo hidrodindmico de ascenso sin viento del tipo
tratado en la seccion 5. La linea continua representa e modelo; los
puntos y las barras de error corresponden a datos experimentales (ver
seccion 2).
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Fig. 6. Contornos de probabilidad para modelos hidrodinamicos de as-
censo sin viento del tipo tratado en la seccion 5. El punto central son
los valores de los parametros que conducen a mejor gjuste; las lineas
continuas cerradas son los contornos de probabilidad 10y 20

segundo intervalo de tiempo que se considerd en la seccion an-
terior.

En lafigura6, se presentan los contornosde probabilidad 1 o
y 20 paraAty Yy a. Por los datos de esta figura, advertimos que
At esta bastante fijado debido a las pequefias barras de error
de los datos experimentales tomados en la tropbsfera. La mayor
longitud de estas barras de error en la estratosfera hace que a
esté peor definido.

En cualquier caso, este modelo es incompleto dado que no
es capaz de describir, en absoluto, el ascenso del globo en la
baja tropbsfera; en consecuencia, debemos de desecharlo. Asi

40

Altitud [km]
N w
o o

=
o

50 75 100
Tiempo [min]

0 25 125

Fig. 7. Mejor modelo hidrodinamico de ascenso con viento vertical del
tipo tratado en la seccion 6. Lalinea continua representa el modelo; los
puntos y las barras de error corresponden a datos experimentales (ver
seccion 2).

pues, un modelo hidrodinamico sin viento vertical esincapaz de
describir de unamanera aceptable todo €l ascenso de una sonda
estratosférica.

Echando un vistazo alafigura5, debemos de decir queen la
baja troposfera debid de haber viento vertical descendente. Esto
hizo que el ascenso del globo fueramas|lento, hasta aproximada-
mente 5 km dealtitud, que en el caso en el que no hubierahabido
viento. A partir de ahi el modelo sin viento ajusta bastante bien
alas mediciones. En la estratosfera también se aprecian (apartir
de estafigura) vientos descendentes desde aproximadamentelos
20 km hasta la tropopausa, y ascendentes desde |os 20 km hasta
los 30 km.

En la siguiente seccion, mejoraremos € modelo, intro-
duciendo viento vertical en latroposfera. Asi, buscando € mod-
elo que mejor gjuste a las mediciones conoceremos la veloci-
dad de este viento descendente. En este trabajo no estudiaremos
el caso de vientos en la estratdsfera. Estos se trataran con pos-
teriores mediciones que se tomaréan desde una nueva sonda es-
tratosférica que se lanzara proximamente.

6. Modelo hidrodinamico con viento vertical en la
tropo6sfera para el ascenso de la sonda

6.1. Presentacion del modelo

Debe de advertirse que cuando hay viento descendente (v, < 0),
su velocicad vertical no puede superar un determinado valor para
que el globo puedaelevarse. A partir de la ecuacion (10), puede
verse que debe de cumplirse la condicion:;

_ 29 4n
[Va(z=2) | < \/m (gR?’(ZO)P(ZO) - M)» (13

donde z; esla altitud del lugar de lanzamiento.
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Fig. 8. Evolucion del radio del globo en funcién del tiempo registrado
por €l cronbmetro de la sonda.
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Fig. 9. Velocidad de ascension de la sonda en funcion del tiempo reg-
istrado por su cronémetro.

Se pueden proponer diferentes modelos para €l vientos ver-
tical. Aqui, vamos a considerar

2 )" 14
Va(d = ~vs( 1) (14
donde vg es la velocidad del viento a un kilémetro de altitud
con respecto del nivel del mar. Si vs > 0 el viento es descen-
dente; en cambio, si vs < 0 € viento es ascendente. S 8 < 0,
tendriamos un viento que disminuye con la altitud; en caso con-
trario, si B < 0, € viento aumentaria con z. Debemos de advertir
que, este modelo de viento, diverge aladtitud del nivel del mar
(z=0); no obstante, como nuestro nivel del suelo esta por encima
del nivel del mar, no vamos a tener ningn problema de diver-
gencias.

Los parametros del modelo van a ser, ahora, v, B, Y «; de
manera que podemos designar €l modelo como Znyq (t; Vs, B, @).

6.2. Resultados

En la figura 7 representamos e mejor modelo g (t; Vs, B, @).
Los valores de los parametros que conducen a mejor ajuste con
los datos experimentales, mostrados en la seccion 2, son: vg =
13.19 km/h, 8 = 0.6334, @ = 2018 Pa m. Para estos valores,
x2./N = 33.63/42.

Como puede apreciarse en esta figura, € guste en la
tropbsferacon los datos experimental es es excelente. Parala es-
tratbsfera, nos encontramos con € mismo problema que vimos
con el modelo tratado en la seccidon 5; es decir, que la sonda se
tuvo que encontrar con vientos verticales. En este trabgjo, como
yadijimos, no vamos a tratar estos vientos.

En & modelo tratado en esta seccion no hemos consider-
ado que e globo estalla. Asi vemos el comportamiento de la
sonda alcanzando una altitud maximay manteniéndose en ella
indefinidamente, mientras no pierda masa de helio (el material
del globo no es estanco, e ira pertimiendo la pérdida de helio
con el tiempo).

Enlafigura8, vemosel radio del globo enfunciéndel tiempo
registrado por el cronbmetro de la Haziak 1. Debemos recordar
gue €l globo se soltd cuando este crondbmetro marcaba 6 min-
utos. De acuerdo con los datos experimentales, la ruptura del
globo tubo lugar cuando el cronbmetro de la sonda marcaba 98
minutos; seglin nuestro model o, en ese instante, el globo tendria
un radio de 5.40 metros. Echando, ahora, un vistazo a los datos
técnicos del material del globo®, vemos que éstosindican queel
radio de rupturaes de 4.11 metros. Esto significa que las condi-
ciones de temperaturay presion de la estratdsfera han permitido
gue el material del globo se expandiera, sin llegar a la ruptura,
mucho mas que en las condiciones a nivel de suelo. A parti de
lafigura 8, vemos que si e globo no hubiera estallado, hubiera
llegado a acanzar un radio de 5.72 metros, con & que se man-
tendriaindefinidamente si el globo no tubiera pérdidas de masa.

En la figura 9, presentamos la velocidad de ascenso de la
sonda en funcion del tiempo registrado por € crondémetro de la
sonda. Echando un vistazo alos primerosinstantes tras soltar el
globo (a partir del instante en el que el crondbmetro de la sonda
marca 6 minutos), vemos el efecto brutal delafuerzade arrastre
del aire atmosférico. Este efecto hace que se a cance aceleracion
nula inmediatamente, haciendo que e globo adquiera una ve-
locidad de ascenso, que pasa de 0 km/h a aldededor de 2 km/h
casi instantaneamente (este valor hace que su aceleracion sea
0). Este es @ primer salto en velocidades la sonda que se apre-
ciaenlafigura9, tras su lanzamiento. En consecuencia, todo €l
ascenso se hace a acel eracion cero. Un segundo salto en veloci-
dades |0 encontramos entorno alos 42 minutos; éste es debido a
gue solo hemos considerado viento en la troposfera hastalos 10
km de dtitud. En esta figura, podemos apreciar que la vel ocidad
maxima de ascenso que puede adquirir la sonda es de 33 kmy/h;
ésta velocidad es alcanzada a los 77 minutos. A partir de ese
instante la velocidad de ascenso disminuye. A 1os 98 minutos,
desde que se activd € cronbmetros de la sonda, se produjo €l
estallido del globo. En aquel momento, la vel ocidad, de acuerdo
con este modelo, seria de 20 kmyh. Si no se hubiera producido
e estallado, la velocidad del globo hubiera llegado a ser nula
entorno a los 109 minutos. A partir de ese instante, la velociad
de la sonda hubiera oscilado, tomando valores entorno a cero,
amortiguandose con el tiempo y haciéndo nula definitivamente.

Finalmente en las figuras 10-12 se presentan cortes de los
contornosde probabilidad 1 oy 2 0. Enlafigura 10, se presentan
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Fig.10. Corte de contorno de probabilidad 1oy 20, para (v, @), y
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los contornos para vs Y «, asumiendo 8 = 0.6334. En lafigura
11, pueden apreciarse los contornos parag y a, con vs = 13.19
km/h. Finalmente, en lafigural2, se muestran |os contornospara
VsY S8, con @ = 2018 Pam.

7. Conclusiones

En este trabgjo se han estudiado las temperaturas registradas
por e sensor térmico del que iba dotada la sonda estratérica
HAZIAK 1.

Comparando estos registros de temperatura con e mod-
elo empirico de temperatura atmosférica y densidad de U. S.
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Fig.12. Corte de contorno de probabilidad 10y 20, para (vs, B), Y
a = 2018 Pam. El punto representan los val ores que conducen a mejor
ajuste.

Standard Atmosphere, se ha estimado la altitud alcanzada por
la sonda en cada instante de medicion.

Asumiendo un error de medida del sensor de 2°, se han esti-
mados | os errores en la determinacion de altitudes.

De acuerdo con este estudio, se ha estimado que la atitud
méximaal canzada por lasondafue de 36.6+ 0.7 km. Estaaltitud
se alcanz6 en € instante en € que se produjo €l estallido del
globo.

Se han estudi ado varios model os que dependen de un nimero
diferente de parametros. El valor de estos parametros se hadeter-
minado imponiendo la condicion de que el modelo, que se deriva
de dlos, sea e que proporcione el mejor guste a las altitudes
obtenidas a partir de las mediciones de temperatura realizadas
por €l sensor de la sonda. Ademas del valor de los parametros
gue conducen a mejor gjuste, se han obtenido |os cortes de con-
torno de probabilidad 1 o~ y 2 o- para cada uno de los model os.

Se han estudiado modelos de velocidad constante para €l
ascenso de la sonda en tres regiones diferentes. Hasta 4 km
de altitud, se ha estimado una velocidad de 11.4 + 1.1 km/h
(baja troposfera). Desde 4 km hasta 15 km (alta troposfera y
tropopausa), la velocidad del mejor modelo es 22.7 + 0.9 kmy/h.
Finalmente, para el ascenso por la estratosfera se ha estimado
unavelocidad de 32.60 + 0.6 km/h.

También se ha tratado un modelo hidrodinamico para el as-
censo de la sonda. En este modelo se ha incluido, también, un
model o de viento descendente parala troposferaque depende de
dos paréametros. Al desconocer la tension superficial del globo,
se ha tomado ésta como €l tercer parametro del modelo. Este
model o ha permitido obtener, para cadainstante, laevolucion de
lavelocidad de la sonday del radio del globo.

Segln el modelo hidrodinamico, la velocidad maxima de la
sonda fue de 33 km/h, acanzada a los 77 minutos desde que
se activd e cronbmetro (6 minutos antes del lanzamiento del
globo), que corresponde a 25 km de altitud. En e momento en
el que se produjo el estallido del globo, lavelocidad de la sonda
era de 20 kmy/h. Si no hubiera estallado, hubiera al canzado una
altitud de 39.1 km, manteniéndose a esta altitud con velocidad
vertical nulamientras el globo no tuviera pérdidas de helio.



De acuerdo con el modelo hidrodinamico, el globo aumentd
de tamafio conforme ascendia. Su radio fue incrementandose
desde su valor inicial de 1.16 metros, hasta los 5.36 metros que
alcanzob en el instante del estallido.

En este modelo hidrodinamico se ha tratado un viento que
decae de acuerdo con una potencia de la atitud. Los resultados
del estudio indican que a 1 km habia un viento descendente de
13.2 kmy/h,y de 3.1 km/h a 10 km.

En proximos lanzamientos se pretende dotar a las sondas de
sensores de presion y de humedad, y llevar a cabo mediciones
en intervalos muchos mas cortos de tiempo. Esto permitiria de-
terminar altitudes a partir de los registros de presion, y en con-
secuencia obtener resultados més precisos.

Appendix A: Ajuste de un modelo a datos
experimentales u observacionales

A.l. Resultados de las mediciones

Consideremos que con un sensor tomamos mediciones de una
magnitud u en N lugares diferentes, r 1, ...ry. Supongamos que
los resultados han sido ug, ...., Uy, con unos errores de medida
01, ...,on. A, interpretamos que la probabilidad de que €l
sensor, en rj, mida u* viene dada por la distribucion normal
(Gaussiana)

Py = L e - 2(4 YY) AL
=g =270 )| oD
Ladistribucion (A.1) verifica, entre otras cosas.

f Pudu = 1; (A.2)
<ur >=f u* Puf)du® = u; (A3
<(U)?>-<u >? = o (A.4)

Xi+0j
f P(u¥)du* = 0.6835 (A.5)

Ui—oj

Parainterpretar (A.2-A.5), debe considerarse que € sensor toma
un gran nimero de mediciones en cada uno de los lugares r;,
proporcionando diferentes valores u;*. Para un determinado r;,
la ecuacion (A.2) nos dice que (A.1) esta normalizadaa uno, es
decir, que la probabilidad de que € resultado de una medicion
esté entre —oo y +00 eslaunidad. La ecuacion (A.3), indicaque
el promedio de todas las mediciones es u;. La ecuacion (A.4)
establece que o eslavarianciade (A1). Finamente, laecuacion
(A.5) dice quela probabilidad de que las mediciones estén entre
U—-oiyu+oi es del 68.35%.

A.2. Determinacion de los parametros de un modelo que
conducen al mejor ajuste

Consideremos que hemos creado un model o que es capaz de dar
cuenta de los resultados de las mediciones que hemos tomado
con el sensor. Este modelo, en general, va a depender de M
paréametros, ag, ..., am, de maneraque a modelo o denotaremos
POr Unoa(r; &g, ..., am)- El objetivo de esta subseccion es presen-
tar un método para determinar los valores de los parametros del
modelo que hacen que el modelo sea el que mejor gusta alas
mediciones.

Para €ello, se va a asumir que los verdaderos valores de la
magnitud u, para cada posicion r;, vienen dados por el modelo,
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es decir, que son Umeg(ri, &, ...am). Ademas, vamos a suponer
gue las mediciones del sensor, Uy, ..., Uy, Son las del modelo mas
un error aeatorio que presenta la misma variancia que la que
aparece en la ecuacion (A.1). En consecuancia, la probabilidad
deque, enlaposicion rj, el sensor registre un valor u; viene dada
por:

P(u; ag, ...am) =
1 1 ui—umd(ri,al,...,aM))z
= —— exp|-= ) A.6
Vor p[ a4l = (9
Y, la probabilidad de que, en las posicionesr, ...., Iy, las medi-
ciones del sesor sean Uy, ....., Uy €S, entonces,
P(U]_, ..., UN; A1, ...aM) =
/e exp[_; (ui—umd(ri;al,...,aM))z AT
L \2r 2 O
esto es,
P(Us .. U: 81, .8u) = — 12 (A8)
15 ---9 UN, 1, ...AM) — (Zﬂ)N/Z . .
donde
N . . 2
XZZZ(UI Umod(';:al’uwaM) . (A.9)
i=1 !

Como puede apreciarse, el modelo umg(r; ay, ..., am) que
mejor gjuste alas mediciones tiene que conducir a mayor valor
de la probabilidad (A.9). En consecuencia, para encontrar este
modelo, hay que buscar los valores de los parametros ay, ..., am
que hacen que y tome el valor méas pequefio. A este valor de y 2
lo llamaremos y2;,, y a modelo, Umo(r, &, ..., a)).

Si losvaloresde |os parametros que conducen a mejor ajuste
sona’, ..., a2, también presenteran un buen gjuste aguellos mod-
elos cuyos parametros difieran un poco de los anteriores. Sin
embargo, no tenemos ningln criterio para que, a partir de (A.9),
podamos afirmar qué model o puede considerarse como bueno (a
excepcion del que conduce afijar a2, ..., a%,). A este respecto, en
la subseccion siguiente se presenta una manera de obtener una
estimacion de la bondad de estos conjuntos de parametros, que
difieren poco del que conduce a mejor modelo.

A.3. Estimacion de valores 6ptimos de los parametros de un
modelo

Supongamos que los parametros del megor modelo son
a,..,a%. En consecuencia, cualquier otro conjunto de
parametros, ay, ..., ay, conduciraa peores gjustes conformeéstos
difieran méas de los anteriores, Una manerade dar cuenta de este
efecto es establecer unaprobabilidad para cadaparametro, a j, de
tal manera que contra més cercano sea éste a a?, mayor sea su
probabilidad, Asi, contra mayor probabilidad presenten un con-
junto de parametros, mejor sera el gjuste del modelo a los datos
experimentales u observacionales. Una distribucion que puede
dar cuenta de ésto es la distribucion normal

P(a;) = L ex

p_%m—ﬁf
Var 2\ o

La ecuacion (A.10) nos dice que €l valor del parametro a; que
tiene la mayor probabilided es el a; = a?, y que los parémetros

(A.10)




con mayor probabilidad se encuentran entre a® — oy y &0 + o).
Ademas, ladistribucion (A.10) esidéntical aladistribucion nor-
mal (A.1), y verifica

f P(a,-)da,— =1, (A1)
< q; >:f a; P(aj)da; = a?, (A.12)
< aJ2 >—-<a >2 = 0']2, (A.13)
a?+0'j
f P(a;)da; = 0.6835 (A.14)
aQ—crj

1

Las ecuaciones (A.11) y (A.12) nos dicen que la funcibn de
probabilidad (A.10) esta normalizadaalaunidad, y que el valor
medio de los parametros es a?. Laecuacion (A.13) indicaquela
variancia de (A.10) es 0. Finalmente, la ecuacion (A.14) dice
que la probabilidad integrada entre a9 — o7j y &) + o es del
68.35%. Estos parametros que estan entre a — oy y &) + o
podriamos considerarlos como aceptablemetne buenos.

Ahora debemos de tener en cuenta de que tenemos M
parametros. En consecuencia, la probabilidad para los valores
ai, ..., ay, sera

P(ay, ...,am) = W _Xg/z, (A.15)
donde
M (aj—aly’
i
ng_Z;[ - '] . (A.16)
j=

Por lo tanto, los valores de los parametros que van a conducir
a mejor modelo seran aguellos que maximicen (A.15), esto es,
que minimicen (A.16). Como e minimo de y2, que podemos
llamar (y2)min, €s 0, se cumple la condicion de que a5, ...ad, es
el conjunto de parametros del mejor modelo. Asi, a medida que
los parametos difieran de esos, y4 vaa ser cada vez més mayor,
de manera que e modelo va a ser cada vez peor. Sin embargo,
cacular y2 esimposible, dado que desconocemos los valores de
lasvariancias .

No obstante, si que podemos conocer la probabilidad de
cada y?2; y, esto va a ser suficiente para estimar € rango de los
parametros que conducen a buenos gjustes. Para calcular esta
probabilidad, se vareescibir la ecuacion (A.16) como

M
=V (A.17)
=
con
aj - af
%= (A.18)

Dado que, de acuerdo con (A.10), la probabilidad de y; viene
dada por

P(y;) = \/% evi/?, (A.19)
la probabilidad de y2 vaa ser®
P(3, M) = (3 M2 terrel?, (A.20)

2V21(M/2)

dondeT'(a) = fo‘x’ t2let dt es la funcion gamma. Asi, con este
proceso que hemos desarrollado, hemos conseguido asignar una
probabilidad que nos da cuenta de la bondad de parametros que
difieren de aguellos del mejor gjuste, y que solo depende del

valor de y2. Contramayor es y2, menor es P(y2, M) y peor gjusta
el modelo.

En la ecuacion (A.14) hemos visto que los parametros que
conducen a un model o aceptablemente bueno son aquellostales
gue la probabilidad integrada hasta ellos es menor o igua a
0.6835. Diremos que estos parametros estan dentro de 1o
Basandonos en este hecho, ahora, por convenio, tomaremos
como parametros de un modelo aceptablemente bueno, aquel-
los que conducen a un y2 tal que la probabilidad integrada de
(A.20) hasta este y2 es menor o igual que 0.6835; es decir, que
estan dentrode 1o

Asi, para un modelo de M parametros, podemos definir
AxZ,\, como aquel x; tal que la probabilidad integrada de
(A.20) es 0.6835. En consecuencia, diremos que un modelo esta
dentrodelo s

0 < x4 < A, (A21)
con
A ¥(M/2,Ax 7, 1/2)
P(y2. M)dy2 = oM™ _ o, A.22
[ Pud My = T —ogem. (a2

donde y(a, X) = fox t2let dt es la funcion gamma incompleta.
De la misma manera podemos decir que un modelo de M
parametros estadentrode 2o s

0<xa < Ay (A.23)
con
A Y(M/2,Ax2 _./2)
P(y2, M)dy?2 = oM _ 0,95, A.24
[ Pud g - T 0. (a24)

A.4. Aplicacién a los parametros de un modelo

En la subseccibtn anterior, hemos visto que el model o que mejor
agjusta es aquel cuyos parametros cumplen y2 = 0; también vi-
mos que buenos gjustes se obtienen con model os de parametros
quesatisfacen 0 < x5 < Ax7,,, conAy?  calculado apartir de
(A.22). Sin embargo, ésto no nos sirve de nada dado que somos
incapaces de calcular y2 apartir delos valores delos parametros.
No obstante, una manera de estimar 10s mejores parametros
es hacer uso conjunto de los resultados de las subsecciones (A.2)
y (A.3). En la subseccion (A.2), vimos que la minimizacion de
2, dada por la ecuacion (A.9), permite obtener el valor de los
parametros, a2, ...a‘h),,, gue conducen a modelo que mejor gjusta.
En esa subseccion, al minimo de x 2, lo denominamos y2,,.. Asi,
asumiremas por convenio que los parametros que conducen alos
mejores model os son son aguellos que llevan aun y 2, tal que
Xain + Mo, m < X% (A.25)
Diremos, entonces, que estos modelos estan dentro de
1lo. Algunos valores para AXir,M , para diferentes M, son:

2 — 2 — 2 —
Miymeyy = 1.000, Ay oy = 2296, Axi, yeg = 3.526,
A)(ir(M: 4 = 4.720. De lamismamanera diremos gue un modelo
estadentrode2o s x2;,+Ax3, y < X2, cOn AX%O’(M:l) = 1.000,

2 — 2 — 2 —

Mrnezy = 6177, Ax3 y_q = 8.026, Ax3 s = 9717,
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Appendix B: Modelos para el ascenso de la sonda

B.1. Determinacion de los parametros de un modelo que
conducen al mejor ajuste a datos experimentales u
observacionales

En este trabgjo vamos a tratar con algunos modelos que de-
scriben la altitud alcanzada por la sonda, zmeg, en funcion del
tiempo, t. Estos modelos van a depender, en general, de M
parametros, ay, ..., am, por lo que van a ser designados por
Zmod(t; @1, ..., am). Los valores de estos parametros se determi-
nar imponiendo la condicion de que el modelo debe de ser €
mejor gjuste alas atitudes deducidas a partir de las medidas de
temperatura que tomo la sonda.

Pero, parallevar a cabo este proceso, es necesario tener in-
formacion de los errores experimentales de las altitudes. Dado
gue son desconocidos |os valores de estos errores, va a ser nece-
sario hacer una hipotesis sobre dllos.

Una maneradeintroducir errores en las altitudes es suponer
que el sensor de temperatura presenta errores de medicion. Asi,
se vaasuponer gque €l sensor, en sus mediciones de temperatura,
introduce un error aleatorio. Laprobabilidad de que el sensor, en
un punto, registre unatemperaturaT * vaavenir dada, entonces,
P(T*) = —

por
s (%2
\2r 2\ o7 ’
dondeT es el promedio de todas las temperaturas que registraria

el sensor si estuvierasiempre en ese punto, y o1 €ssu variancia.
P(T*) esta normalizada a la unidad, es decir,

f P(T*)dT* = 1.

Ademés, puede verse que

1

(B.1)

(B.2)

T+o
f P(T*)dT* = 0.6835;
T-0o
esto es, la probabilidad de que la temperaturaregistrada esté en-
treT-o7yT+o1 esde 68.35%. Hay quedecir quelosestudios
de los model os que se van a presentar aqui se van a hacer asum-
iendo ot = 2°.

En la figura 1, se presentaron las temperatura medidas por
el sensor de la sonda en diferentes instantes, t;. En la seccién 2,
mediante una interpolacion polinomial de los datos del modelo
empirico USSA76, se determind la altitud, z; = z(t;), alcanzada
por la sonda en cada uno de esos instantes. Ademés, se calcu-
laron las altitudes para el caso hipotético de que el sensor de
temperaturas midiera2° mas que latemperaturareal, y, también,
para el caso en e que la temperatura registrada fuera 2° infe-
rior a la temperatura real. Las atitudes alcanzadas, bgjo estos
supuestos, se designaron por z" = z*(t;). A partir de estos datos
y asumiendo la funcion de probabilidad dada por la ecuacion
(B.1) paralos errores en temperaturas, se puede ver que la vari-
anciade los errores de altitud seriac” =| z° — z |. No obstante,
por simplicidad, se tomara como varianciac; = 1/2[o + o7].
Debe de destacarse que una variancia para las temperaturas que
no depende de cuando ni donde se hizo la medida, ha conducido
aunavariancia paralas altitudes que depende del instante en €l
gue la sondaregistr6 la temperatura.

En consecuencia, se va a asumir que la probabilidad de que
la atitud de la sonda en un instante t; sea z* viene dada por la
distribucion normal (Gaussiana)

w1 1(7 -7\
= o) 5( 57 |

(B.3)

(B.4)
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Ladistribucion (B.4) verifica

[ Pz

f z P(z)dz" = z,
X+

[ panez
Z

—0

1, (B.5)
(B.6)

0.6835

(B.7)

Si e sensor de temperatura pudiera tomar un gran nimero de
mediciones en tj, cada una de €ellas conduciria a diferentes val-
ores de la dtitud de la sonda, z*. En este sentido, la ecuacion
(B.5) afirma una cosa bastante obvia: la probabilidad de que
la altitud de la sonda esté entre —co y +co €s la unidad. La
ecuacion (B.6), indica que promedio de todas las altitudes posi-
bles deducidas de las mediciones del sensor es z;. Finamente, la
ecuacion (B.7) dice que laprobabilidad de quelas altitudes de la
sondaestén entrez — o y z + o es del 68.35%.

Una vez que se han creado los errores experimentales para
las altitudes alcanzadas por la sonda, volvemos a objetivo de
esta subseccion. Este era el de determinar los valores de los
parametros de un modelo zuq(t, &, ..., am) que conducen al
mejor gjuste a las atitudes alcanzadas por la sonda en los difer-
entes instantes en los que el sensor de temperaturas tomo reg-
istros. Para ello, se va a asumir que las verdaderas atitudes al-
canzadas por la sonda en cada t; vienen dadas por € modelo,
es decir, que son Zmea(ti, a1, ...am). Ademas, vamos a suponer
gue las dtitudes, z, ..., zy, deducidas a partir de las temperat-
uras registradas por € sensor, son las del modelo mas un error
aleatorio que presentala misma variancia que la que aparece en
laecuacion (B.4). Por consiguiente la probabilidad de que, en el
instante t;, deduzcamos que la sonda esta a unaatitud z;, a partir
de latemperaturaregistradapor el sensor, viene dada por:

P(z; a1, ...am) =
_ 1 exp _}(Zi - Zmod(ti,al,.-.,alvl))2
\2r 2 o
Por o tanto, la probabilidad de que, en los instantes ty, ...., ty,

en los que & sensor tom6 mediciones de temperatura, las aturas
alcanzadas por lasondafueran z, ....., zy sera

. (B.8)

P(Z]_, ey I\, A1, ...aM) =

N(1 1(Z - Znod(ti; g, ..., aw) |
I e e L

La funcién de probabilidad (9) la podemos expresar, también,
como

1
P21, 2; 81, ) = 575 2, (B.10)
donde
s N0 (2 - Zma(ti; A1, .. au) |
Y= Z; - . (B.11)
i=

En consecuencia, € modelo zyuq(t; a, ..., am) que mejor guste
a las mediciones tiene que conducir ala mayor probabilidad P,
expresanda en la ecuacion (B.10) con y 2 dada por la ecuacion
(B.11). En consecuencia, para encontrar este modelo, todo lo
gue tenemos que hacer es buscar |os valores de los parametros
ai, ..., ay que hacen que y? tome el valor méas pequefio. A este
valor de y? lo llamaremos y2, ., y & modelo, znoa(@s, ..., al,).



Appendix C: Ecuaciones para el movimiento de la
sonda

C.1. Viento, velocidad microscopica y presion

Cuando hablamos de la velocidad del viento nos estamos re-
firiendo ala velocidad con la que se mueve el gas que contiene
la atmosfera. Sin embargo, ésta no es la velocidad a las que
se mueven las moléculas que lo componen. Ademés de la ve-
locidad del viento, las moléculas tienen otra velocidad que lla
mamos velocidad microscopica o térmica; para la mayoria de
las moléculas, su velocidad microscopica es aproximadamente
la velocidad del sonido. Hay que decir que la velocidad del
viento es €l promedio de las velocidades de las moléculas del
aire, mientras que el promedio de las vel ocidades microscopicas
€s cero.

Cada molécula transporta un momento. Si su velocidad es
muy inferior a la de la luz, este momento es el producto de su
masa por su velocidad. Si tomamos unasuperficie dentro del gas,
lapresion del gas nosindicacuanto momento atraviesalaunidad
de areaen launidad de tiempo en ladireccion perpendicular ala
superficie; es decir, la presion es la fuerza que gjerce el gas por
unidad de area.

Como la velocidad de las moléculas tiene dos componentes
(lavelocidad microscopicay la velocidad del viento), cada una
deéllas contribuirdalapresion. Lavelocidad microscopicacon-
tribuye a la presion hidrostética y la velocidad del viento con-
tribuye a la presibn macroscopica. Pero, ademés, hay otra com-
ponente de la presion. Cuando la velocidad del viento varia de
unaregion aotra, se produce un friccion entre estas dos regiones
gue da lugar a una transferencia de momento; en consecuencia
una superficie puede recibir momento procedente de la transfer-
encia de momento por viscosidad.

La atmbsfera se comporta préacticamente como un fluido in-
compresible. De hecho, ladensidad de masadel airevariamucho
menos que la velocidad del viento. Si, ademas, suponemos que
lavelocidad del viento esvertical, v, y que éste solo depende de
ladtitud, z, entonces, la presion, que designaremos por I1, es
ov,
0z’
Debe decirse que 1T es la componente zz del tensor de flujo
de momento (proyeccion de momentos en la direccion verti-
cal y superficie orientada, también, en la direccion vertical);
aqui solo usaremos esta componente de las nueve que tiene
el tensor (para diferentes proyecciones del momento y orienta-
ciones de la superficie). En la ecuacion (C.1), € primer término
es la presion hidrostética, #; en este término, n es la densi-
dad nimero de particulas o particulas por unidad de volumen,
Kg = 1.3806504 x 10~ JK es la constante de Boltzmann, y
T, es latemperatura del aire. El segundo término es la presion
macroscopica, donde p = mn es la densidad de masa 0 masa por
unidad de volumen del aire, siendo m = 6.646476 x 10~ kg,
el peso molecular medio del aire. Finalmente, € tercer término
es consecuencia de la viscosidad, donden = 1.8 x 10™° kg m™?
sec™! es e coeficiente de viscosidad del aire.

Si lavelocidad del viento es muy inferior ala velocidad del
sonido en laatmosfera, |a presion macroscopicaes mucho menor
gue la presion hidrostética, y podria despreciarse. No obstante,
cuando hay viento, y bajo determinadas circustancias, se puede
formar turbulencia que hay que ternerla en cuenta. La viscosi-
dad es, entonces, la encargada de debilitar los remolinos trans-
fierendo momento de éstos a otras regiones. Es suficiente con
hacer un simple célculo dimensiona (imponiendo que € se-
gundo término de la ecuacion (C.1) sea muy inferior a tercer

IT = nKgT + pV2 — 77 (C.1)

término de esa ecuacion), para darse cuenta que un remolino de
tamafio L se deshace s pLv/n < 1, dondep y v son ladensidad
de masay velocidad del aire, respectivamente. Asi pues, a gran
escala, hay turbulencia, pero siempre habra una escala tal, que
remolinos de tamafio mas pequefio son disipados por la viscosi-
dad del aire.

Por otra parte, cuando un cuerpo se mueve por un fluido,
como es el caso de un globo sonda estratosférico en laatmosfera,
se producce una friccidn entre ambos. Ademés, € aire tiene que
modificar su velocidad en las cercaniasdel objeto, parapoder so-
brepasarlo; en consecuencia, lavelocidad del viento es diferente
de un extremo a otro del cuerpo. Asi, se dice que la escala de
longitudes del aire, en los alrededores de un objeto, es el tamafio
del objeto que viga por &. Podriamos preguntarnos si hay re-
molinos con ese tamafio. Para ello simplemente tenemos que
hacer el mismo calculo que se presentd en el parrafo anterior.
Si el cuerpo tiene tamafio | y se mueve con respecto a fluido,
de densidad p, a velocidad relativa u, podemos calcular o que
se denomina nimero de Reynolds, Re = pLv/n. Si € nimero
de Reynolds es mucho menor que la unidad, no habra remoli-
nos, ni a esa escala, ni a escalas inferiores; en consecuencia, €l
movimiento del aire alrededor del cuerpo no seratubulento, y el
célculo de su movimiento sera relativamente sencillo (hay que
tener en cuenta que ahoravamos atener diferentes proyecciones
parael momentoy diferentesorientaciones paralasuperficie, de-
pendiendo delaformadel objeto; esdecir, habraquetrabajar con
todas las componentes del tensor de flujo de momento). Si esto
no ocurre, habra turbulencias. Debe decirse que €l tratamiento
de laturbulencia es complicado.

C.2. El equilibrio hidrostatico en la atmosfera

Paratratar el movimiento delasondaestratosfericavaaser nece-
sario conocer las ecuaciones que rigen el movimiento del gas de
la atmbsfera. En nuestro caso, va a ser suficiente con tratar la
ecuacion de movimiento o de conservacion del momento.

Una forma sencilla de obtener la ecuacion de conservacion
del momento es estudiar e movimiento de una region de aire
con formade cubo de tamario infinitesimal, con dos de sus caras
paraelas a suelo. Para ello, solo hay que conocer las fuerzas
gue actian sobre €l cubo de aire y, a partir de ellas, calcular su
aceleracion. Obviamente, para €l cubo no hay viento, dado que
él se mueve con € aire. Adl, las fuerzas que siente van a estar
determinadas por la presion dada por la ecuacion (C.1), pero sin
considerar el término macroscopico. El aire que esta por debagjo
del cubo gjerce una fuerza sobre & que lo haria ascender; esta
fuerzaesel producto delapresion quetienedebajo por el areade
unacaradel cubo. Por su parte, €l gas que hay por encima, gjerce
una fuerza hacia abajo que lo haria descender; esta fuerza seria,
por o tanto, la presion que hay por encimadel cubo multiplicado
por el areade unade sus caras. Pero, ademas, tenemos lafuerza
de la gravedad, que obliga a descender a cubo; esta fuerza la
podemos tomar como la masa del cubo por la aceleracion de la
gravedad a nivel del mar, g = 9.81 m/sec. En consecuencia, la
aceleracion vertical del gas atmosférico, a, viene dada por (las
ecuaciones completas se pueden consultar en lareferencia 10):

1 0P

p 0z

n 02V,
p 022~

a; =

(C.2)

La ecuacion (C.2) esla que se utiliza para tratar € viento ver-
tical en la atmosfera. No obstante, debe decirse que el término
de presion y el de gravedad estan practicamente compensados.
Esto hace que una buena aproximacion, que permite tratar con
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simplicidad el movimiento de la sonda, es despreciar el término
de viscosidad y suponer que hay equilibrio hidrostéatico (acel-
eracion vertical nula). Asi, en este estudio usaremos

0-=-ZL_g4 (C3)

C.3. Ecuacion del movimiento vertical de un cubo en la
atmosfera

Nuestro objetivo es averiguar como asciende un globo sonda
estratosférico. Para ello, debemos determinar las fuerzas que
actGan sobre é vy, a partir de €ellas, cacular su ecuacion de
movimiento. Obviamente, e globo no va a llevar la misma ve-
locidad que el aire, por lo quevaasentir los efectos delapresion
macroscopica. Nos vamos a encontrar, también, con que el aire,
como no puede atravesar €l globo, debe modificar su velocidad
en mbdulo y direccion para evitar a objeto. Esto significa que
van a aperecer, ademas de la componente vertical de su veloci-
dad, componentes de la velocidad en las otras direcciones. Si
a esto afladimos la turbulencia que se pueda formar, uno puede
imaginarle lacomplejidad del problema.

Las fuerzas derivadas de la presion hidrostética del aire y
de la fuerza de la gravedad se calculan del mismo modo que
se hizo para €l caso del aire (ver la subseccion anterior). Para
nimeros de Reynolds mucho mas pequefios que la unidad, es
decir, cuando los remolinos en los arededores del globo son
disipados por la viscosidad del aire, € término macroscopico
puede despreciarse y €l célculo de la fuerza que quedaba por
determinar es relativamente sencillo. Cuando esto no ocurre, €
problemaes tan complicado que hay que recurrir aexperimentos
para determinar esta fuerza, que se denominafuerza de arrastre.

La ecuacion para e movimiento vertical del globo tomala
siguiente forma:

4r o 0P n
Ma:—?RﬁE—Mg ¢§R2Cdp(v—va)2. (C.4)

En laecuacion (C.4), My Rson lamasay €l radio del globo
sonda; a eslaaceleracion vertical del globoy zsu dltitud; £ esla
presion hidrostéticadel aire dela atmbésfera; g, como antes se ha
comentado, es la aceleracion delagravedad a nivel del mar; Cy
es el coeficiente de arrastre; v es lavelocidad vertical del globo
(positiva si asciende el globo, y negativa si desciende); vy, v, €S
la velocidad vertical del aire (positiva si hay aire ascendente y
negativas el viento es descendente).

El término delaizquierdadelaecuacion (C.4) eslamasadel
globo multiplicadapor su aceleracion vertical . El primer término
de la derecha muestra las fuerzas ejercidas por el movimiento
microscopico del gas sobre e globo (deducidas a partir de la
presién hidrostatica del gas). Hay que tener en cuenta que. para
obterner este término, se ha supuesto que latransferenciade mo-
mento entre €l aire de la atmosferay el globo es totalmente efi-
ciente; es decir, que estamos suponiendo que las colisiones en-
tre el gas de la atmobsferay € material del globo son elasticas.
No obstante, ocurre que en los impactos, parte de la energia es
invertida en deformar el globo y en calentarlo o enfriarlo. Sin
embargo, en nuestros calculos despreciaremos estos efectos y
consideraremos colisiones elasticas. El segundo término de la
derecha es la fuerza de la gravedad sobre €l globo. Finalmente,
el tercer término eslafuerzade arrastre.

En la fuerza de arrastre, el signo negativo se utiliza cuando
lavelocidad del globo menos la del viento es una cantidad pos-
itiva; el signo positivo debe usarse en caso contrario. La fuerza
de arrastre se compone de dos partes: 7R? p (v — Vv,)?, que esla
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fuerza debida a la presibn macroscopica del aire sobre una su-
perficiederadio R; y Cq/2, que es el cociente entre lafuerzade
arraste y la expresion anterior.

Si tomamos un valor para la densidad del airedep = 1.29
kg/m?®, un radio para el globo sondade R = 3m, y unavelocidad
relativa de 20 km/h, obtenemos un nimero de Reynolds, Re =~
1.2x106. Esdecir, estamosen el caso en el quevamosatener una
gran turbulencia arededor del globo. A partir de experimentos
realizados en situaciones en las que € nimero de Reynolds es
muy grande, se obtiene que e coeficiente de arrastre es Cy =
0.44.

El efecto de lapresion hidrostética sobre € globo sonda, que
aparece en la ecuacion (C.4), lo podemos conocer a partir del
equilibrio hidrostatico de la atmosfera. Asi, finalmente, llevando
laecuacion (C.3) alaecuacion (C.4), tenemos
4

3 Rp-M

Ma = (C.5)

g¢§WQpW—wﬁ

El primer término de la derecha nos dice que €l globo deberia
ascender acelerado si lamasa del globo es menor queladel aire
contenido en un volumen igual a del globo (masa de aire de-
splazado). Sin embargo, € segundo término de la derecha nos
diceque el gasdelaatmobsferavaaintentar impedir que el globo
se acelere; de hecho, contra mayor sea la diferencia de veloci-
dades entre €l globo y €l aire mayor es lafriccion entre ellos, y
mas se opene el aire aque se acelere e globo.

A partir de la ecuacion (C.5), uno puede advertir que, para
determinar e movimiento de la sonda, va a ser necesario cono-
cer el tamafio del globo en cada instante. La ecuacién que nos
da esta informacion es la ecuacion de conservacion del mo-
mento en la direccién horizontal. Por simplicidad, despreciare-
mos el movimiento horizontal del globo y consideraremos, sim-
plemente, que las presiones estan compensadas; es decir, supon-
dremos que la presion dentro del globo compensael efecto de su
tension superficial y lapresion externa. Asi, despreciandolas ve-
locidadesy acel eraciones horizontales del globo, tenemos que:

@ NHe
TRT mRe3e
Enlaecuacion (C.6), e primer término eslapresion atmosférica,
el segundo es la tension superficial, y € tercero es la presion
gjercidapor €l helio contenido en €l globo. Debe decirse que no
conocemos la temperatura del helio en cada instante. Sin em-
bargo, podemos asumir que el nimero de colisiones entre el gas
y el material del globoy entreel helioy el material del globo es
tan grande que se termalizan en una escala de tiempos muy in-
ferior aladel movimiento del globo. Esto significa que estamos
suponiendo que en cada instante |a temperatura externa, la del

material del globoy ladel helio contenido en & son iguales.

(C.6)
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